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Correction

Partie I - Question préliminaire

Montrons par récurrence que pour tout n € N*, on a la propriété & (n) suivante :

n—1
¥neN', F(z) = X'F(z+na)+ > Nf(z+ka) 1)
k=0

0

e Pour n = 1,0n abien F(z) = AF(x +a) + f(x) = \’F(x + 0a) + Z N f (2 + ka), donc 22(1) est bien vérifiée.
k=0

e Supposons la propriété vraie au rang n. Montrons que #(n + 1) est vraie. On a par hypothese de récurrence

que

n—1
F(x+a)= )\”F(:U+a+na)+Z)\kf(x—|—a+k:a).
k=0
De plus (1) s’écrit F'(z) = AF(z +a) + f(z), dou:
n—1
F(z) = A (A”F(m +a+na)+ Y Nfl@+at ka)) + f(x) 2)
k=0
n—1
= XN"'F(z+a+na)+ Y N f(@+atka)+ f(x) 3)
k=0
AR (4 (n+ 1 Z Mo f(x + ka). 4)

La propriété & (n + 1) est donc vraie.
Méme raisonnement pour la deuxieme égalité en remarquant que (1) est équivalent a

Ve €R, F(z) = "'F(z—a) - \"'f(z).

Partie II - Quelques propriétés des fonctions lipschitziennes

I1.1) La fonction nulle appartienta .Z. De plus, si f et g sont lipschitziennes de constantes Ky et K, la combinaison
linéaire o f + By est lipschitzienne de constante |a|K s + | 5| K, car, par I'inégalité triangulaire,

V(z,y) € R%, |(af + Bg)(x) — (af + B9)(y)| < |a|Kslz —y| + |B|Kqlz -yl = (Ja| Ky + 8] Ky) |z — yl.
I1.2) Supposons f € .Z. Alors pour tout x # y,ona:

‘f(w) - f(y)‘ <K

En faisant tendre y vers z, on obtient pour tout z € R, | f'(z)| < K.
Réciproquement, si f’ est bornée par une constante K, on a d’apres I'inégalité des accroissements finis

V(z,y) €R?, [f(x) — f(y)| < K|z —y].
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I1.3) Soient f et g deux fonctions lipschitziennes bornées. Alors pour (z,y) € R?:

|f(@)g(x) — fW)aw)| = [f(x)g(x) — f(@)g(y) + f(x)g(y) — f(y)g(y)] 5)
< IS 19(@) = g)] + lgllsl f(2) — f(w)] (6)
< (IF15K, + IgIZK )l — o) )

otl, pour h € . et bornée, | h||%, —sup|h( )|-

Considérons f : z — zetg : x n—> sm( ). Comme ces fonctions sont dérivables et lipschitziennes, il suffit
d’étudier le caractere borné de (fg)’ pour conclure. Or z — (fg)'(z) = (z + 1) sin(z) n’est pas bornée, ce qui
fournit un contre exemple.

I1.4) Soit z € R fixé. Pour tout z € R, |f(z) — f(xo)| < K¢|z — x0. Et

[f (@) = [f (@o)| < Kglz| + Kyl

ce qui donne le résultat avec A = Ky et B = Ky|zg| + | f(z0)|-
IL.5) Soit (z,y) € R% Par symétrie, on peut supposer x > y. En notant n = E(z — y), la partie entiére de = — y, alors
il existe t € [0, 1], tel que x = y + n + t, et donc

|f(z) — f(y)] |f(x) = fly+n)+ fly+n)—fly+n+1)+..+ fly+1) - f(y)l
ly+n—x|+ |1+ ... +|1]

M(t+1+4..+1),

IAIAIA

c'est-a-dire | f(z) — f(y)| < M|z —y|.

Partie III - Etude de (1) pour A # 1

III.A- On suppose dans cette sous-partie que |A| < 1.
III.LA.1) a) Pourtoutz € R,ona |f(z)| < A|z| + B d’apres la partie précédente. D’ot1

A1 (2 + na)] < [A["(Alz + na| + B)

qui est le terme général d'une série convergente ( par utilisation de la regle de D’Alembert par
exemple ).

b) Il suffit alors de constater que F' est bien définie par ce qui précede, et qu’elle vérifie (1). L'unicité est
acquise par la condition nécessaire de la question préliminaire et de plus, on a pour tout (z,) € R?:

|F(z) — F(y)| = f(z+na) = f(y + na)) 8)
< Z\M”!f(rv+na)—f(y+na)\ )

n=0
< () le o

etdonc I' € .Z.
IIL.A.2) Etude de trois cas particuliers
a) f1 est lipschitzienne de rapport nul, donc f; € Z. Pour calculer F; on applique le calcul de la série

géométrique pour obtenir Fi(x) = T—x



b) f2 € Z car elle est dérivable a dérivée bornée. Pour F» on utilise la méme technique

Fy(z) = % Z A" (exp(iz + ina) + exp(—izx — ina)) (11)
n=0
= exp2(ix) nz_;)()\ exp(ia))™ + exp(2—ix) T;)()\ exp(—ia))" (12)
_ exp(in) 1 exp(—ix) 1
B 21— Xexp(ia) + 2 1 — Aexp(—ia) (13

_exp(iz)(1 — Nexp(—ia) + exp(—iz)(1 — A exp(ia)
N 2(1 — 2 cos(a) + A2) (14)

_ cos(w) — Acos(z — a)
1 —2)\cos(a) + A2 (15

sin(z) — Asin(z — a)

c) Mémes calculs pour f3. On trouve F3(z) = 1— 2xcos(a) + 22

III.B- On suppose dans cette sous-partie que || > 1.

III.B.1) a) L’argument est identique aux questions précédentes, puisque

i’ < 1.1l suffit donc d"appliquer

1
les résultats précédents en remplacant a par —a et A par — I\ qui vérifie

1

L.
) ’ =
b) Enremplacant x par x — a et en divisant par —J, (1) se reecrlt :

Vz € R, F(x)—%F(x—a)z—%f(a:—a).

1 1
En posantb = —a, p = X etg(z) = —Xf(x — a), cela devient :

Ve e R, F(x) — puF(x +b) = g(x).

La fonction g appartient évidemment a .. Comme |;:| < 1, on peut appliquer ce qui prcede : (1)
admet donc une unique solution F' dans .Z et elle est donnée par :

:Z,u”g(x—l—nb):—z:)\”lf(x— (n+1)a Z)\ "f(x — na).
n=0 n=0

III.B.2) Les calculs sont trés semblables a ceux du A.2). On trouve pour F, F» et F3 les mémes expressions
qu’en A2).

Partie IV - Etude de (1) pour || = 1

IV.A- On suppose dans cette sous-partie que A = 1.
IV.A.1) Soit F lipschitzienne telle que Vz € R, F(x) — F(z + a) = f(z). Alors

|[f(@)| = |F(z) = F(z +a)| < Kpla|
et il est donc nécessaire que f soit bornée.

2
IV.A.2) a) Toute fonction x — Asin (m> avec A € R convient, une telle fonction n’est donc pas unique.
a

. . 2nx .
b) Comme précédemment, toute fonction z — A sin <) convient.
a

cosz — cos(r — a)
2(1 — cosa)

IVA3) a) /I\Hnl Foy(z) = , notons F'(z) cette limite. F est lipschitzienne car .# est un sous-espace
—

vectoriel de .#.
En passant a la limite quand A tend vers 1 dans 1'égalité (1) vérifiée par F; ), on obtient F'(z) — F'(z+a) =
cos x pour tout € R. Ainsi, F' vérifie bien (1) avec A = 1.
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b) Par l’absurde, supposons qu’une fonction F' de .Z vérifie F'(z) — F'(z + 2m) = cosz pour tout z € R.
L'égalité (2) s’écritici F'(x)—F(z+2nm) = ncosz. Enprenant x = 0 etz = 7, on obtient F'(0)—F(2n7) =n
et F(r) — F((2n + 1)) = —n puis, par différence, F'((2n + 1)7) — F'(2nw) = 2n + F(7) — F(0), ce qui est
absurde car |F((2n + 1)7) — F(2n7)| < Kpm.

IV.B- On suppose dans cette sous-partie A = —1.

IVB.1) a) On peut par exemple prendre la fonction = — sin (E) qui est bien lipschitzienne, puisque sa dérivée est
a

bornée.
b) Comme au A.2)b), si F' est une solution de (1) dans .Z, z — F(z) + sin (E> en est une autre.
a

IV.B2) a) lim Fp\(z) = cosz + cos(z — a) ,notons F'(z) cette limite. Les mémes arguments qu’au A.3)a) montrent
A1 7 2(1 4 cosa)

que F' € .Z et que F vérifie (1) avec A = —1.
b) Par l'absurde, supposons qu’une fonction F' de . vérifie F'(z) + F(z + m) = cosz pour tout z € R. On

F
aurait aussi F'(z + 7) + F(x + 27) = — cos z et, par différence, F'(z) — F(x + 27) = 2cos z. 3 serait donc

un élément de . vérifiant (1) avec A = 1 et a = 27, on a vu en A.3)b) que c’est impossible.
IV.B.3) a) Soit z € R fixé, la suite de terme général f(x + n) est positive, décroissante et tend vers 0. La série

Z (—1)" f(z + n) est donc convergente d’apres le critere spécial des séries alternées.

neN
b) On pose comme dans la question précédente F'(x) = Z(—l)” f(z +n). Alors
n=0

Fx+1)+ F(x) = f(x)

et par le théoreme des séries alternées, 0 < F'(z) < f(z), donc F est aussi de limite nulle en +oc.
Soient x et y deux réels telsque 0 <z —y <1, et

(e 9]

F(z) = F(y) =Y _(=1)"(f(z+n) = f(y +n)).

n=0
L'inégalité des accroissements finis, la décroissance de f et la croissance de f’ donnent, pour toutn € N:
flx4+n)—fly+n)<(@—-y)f(z+n) < (z-y)f(z+n+1) < flz+n+1)— fly+n+1)<O0.

F(z) — F(y) apparait donc comme la somme d’une série qui satisfait aux hypotheses du théoreme des
séries alternées. On en déduit que

|F(z) = F(y)| <[f(x) = f(y)| < Kp(z —y).

D’apreés la partie précédente, on peut en déduire que F' appartient a .Z. Soit enfin G une fonction de .,
tendant vers 0 en +oo et vérifie (1). La fonction G — F' est 1-antipériodique (Vz € R, (G — F)(z+1) =
—(G — F)(z)) et tend vers 0 en +o00, donc est nulle, F' est bien la seule solution dans .# qui tend vers 0 en
+00



